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Introduzione all’equazione di Langevin




Langevin

—

L’equazione di Langevin ¢ un’equazione differenziale stocastica
usata per descrivere il moto di una particella soggetta a
perturbazioni casuali che costituisce un processo di Markov:

dx (1) = b(z(7), 7)dT + V/odw(T)




Langevin

—

L’equazione di Langevin, a tempi grandi, raggiunge una
situazione di equilibrio caratterizzata da una certa distribuzione
di probabilita. Per poter essere applicata, € quindi necessario
trovare un drift e un coefficiente di diffusione che rendano la
condizione di equilibrio piu vicina possibile ad una distribuzione
preassegnata, che solitamente ¢ la distribuzione di Gibbs.

b=-VS(z) a:;:QkT




Stima del primo gap energetico




Discretizzazione dell’azione

—

La tecnica dell’equazione di Langevin si applica a sistemi con
gradi di liberta continui. Partendo dal caso di un sistema con
un solo grado di liberta continuo, si considera 1’azione classica:

Sla] = /:f L(w, )dt = /:f dt(mgb; +V(@))

Questo integrale di cammino & detto euclideo percheé ¢ a tempo
immaginario. L’azione classica entra nella formulazione di
Feynman della meccanica quantistica attraverso i Path
Integral:

. T £ LY Gt _5lal
G(xi,xp,t) =< z4le |y >= Dx(t)e”
z(ti):xi




Discretizzazione dell’azione

—

Per poter simulare con successo su un computer il nostro Path
Integral bisogna discretizzare 1’asse temporale in N intervalli di

uguale lunghezza a:

t
a=—

N




Discretizzazione dell’azione

—

In questo modo possiamo cosi discretizzare la nostra azione
andando a considerare:

[ s = ol (B e + V)

t 2 a

Da cui si ricava:




Calcolo del primo gap energetico attraverso la Correlazione

Introduciamo la funzione di correlazione:

_ <tlegeMge= "2y >
- < w’ef(t1+t+t2)H’w >

ft)

Dove mantenendo ¢ fissato e mandando invece ¢1 e ¢t all’infinito
in modo che:

lim e " |) >= e E0| By >
t—o00




Calcolo del primo gap energetico attraverso la Correlazione

Da cui si ottiene:

) = < E0|qe_th\Eg >
< Eple~tFo|Ey >

= > | < Eolq|E, > |2 En—F0)

n=0

Nel caso particolare di potenziali V' (g) simmetrici.

F&)=>"| < Eolq| By, > [P~ En—F0)

n=1
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Calcolo del primo gap energetico attraverso la Correlazione 11

Si nota che per tempi grandi la formula € dominata dal primo
termine, di conseguenza la funzione di correlazione € ben
approssimata da

f(t) = e tEL=E)| < Eylq| By > |?

che permette di ricavare il primo gap di energia:

SE(t) = 2[71 (}%)




Esprimere la Correlazione mediante Path Integral 12

—

Per esprimere la correlazione come Path Integral si parte
riscrivendo il propagatore:

2
< Ple™ My >=< |(e” %)V Y >=< p|(e” W ERTV@N) Ny >
Al quale si applica la formula di Lie-Trotter:

< w[(e—%(%HV(q)))NW S— lim < Qb‘(e(—%%)e—%(V(q)))NW S
N—oo




Esprimere la Correlazione mediante Path Integral 13

—

A questo punto andando ad inserire completezze [ dx|x >< x|
si ottiene:

t

2
]\}im < w\/d:cl/d:cQ.../da;N|x1 >< x1|e(_N§7me_%(V(Q))\$2 >
—00

< Zol|tn_1 >< zu_1]eC N Ime ¥V |z >< ay|ih >

Ora gli operatori esponenziali si possono rappresentare con i
rispettivi elementi di matrice:

e—%(v(q))u >—= 6_%(‘/(1‘)”1‘ >

/)2

(z—z
p _

_tp? I m/
e Nem|zg>=n [dd|d >e N




Calcolo del primo gap energetico attraverso la Correlazione 14

Adesso andando a sostituire le due formule appena viste nella
relazione dove sono state inserite le completezza si ottiene:

(ac—sc,)2

N
< w|eftH‘f(/) - nH/dxle (—m 2a —aV(x))
=0

Da cui si vede che all’esponenziale c¢’e¢ esattamente 1’azione
discrettizata, dunque si ricava:

N
<yYle |y > ~ nH/dxie_S[%“]
i=0




Calcolo del primo gap energetico attraverso la Correlazione 15

La formula precedente & scrivibile proprio come Path Integral,
senza la costante di normalizzazione:

Z = /Dmes(m)

A questo punto si puo esprimere la correlazione in termini di
Path Integral:

[ Da(t)z(tr)z(ts)e 5@
T [ Da(t)e @

f(t) =< x(t1)x(t2) >




Implementazione




Calcolo dell’equazione di Langevin

—

A questo punto vediamo come la formula per la correlazione &
trasformata in una media sulla distribuzione di Gibbs e si puo
studiare con una tecnica MonteCarlo, in questo caso quella di
Langevin-Parisi-Wu. Si parte dal calcolo del drift:

0 1
bi=—-—S[x;] = a(?(‘%ﬂrl =2 +xi-1) — V,(@"i))
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Calcolo dell’equazione di Langevin

—

Sostituendo il drift nell’equazione di Langevin e riscalando il
tempo di Langevin 7 di un fattore 1/a, si ottiene:

dx(1) = (%(%H — 2z +xi_1) — V/(xz‘)>d7' + ﬁdw(ﬂ

Si parte ora da una traiettoria arbitraria z;(0) = 0 e dopo un
periodo di termalizzazione la traiettoria fluttuera in equilibrio
rispetto alla distribuzione di Gibbs.

Integrando ’equazione stocastica si ottiene:

T+7’
2(r +7') - a(r) = / ba(t)dt + Va(w(r +7') - w(r))
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Metodo dei trapezi 19

—

Utilizzando il metodo dei trapezi possiamo stimare 1’area
elementare come:

[ rwn = S5+ i)

Integrando I’equazione di Langevin e sostituendo l'integrale del
drift si ottiene:

1
x(t+7) = x(7’)—|—§(b(:c(T))—i—b(x(T—FT/)))T—Fﬁ(w(T—i-T/)—w(r))
Dove b(z(7 + 7)) ¢ calcolata attraverso 1’algoritmo di Eulero.

Questo algoritmo scala come O(72).




Metodo dei trapezi

—

20

La parte centrale dello script (esempio con il potenziale

anarmonico):

for j = O:skip:steps
for m = L:skip
noise = D*randn(N,1);
Vp = X + 4¥g* ¥ x.¥x;
b =D2*x - Vp;
XS = X + b*tau + noise;
Vps = Xs + 4*g#xs.*xs.%xs;
bs = D2*xs - Vps;
x = X + 0.5%(b+bs)*tau + noise;
end
Xc = Xc + myxcorr(X);
end;

(Start Langevin run)

(Drift)
(Euler step)

(Trapezoidal rule)

(Measure <x(t)x(s)>)




Regola di Simpson

Studiamo l'integrale di f(z) nell'intervallo [z;_1;x;11] ed
espandiamo l'integranda attorno al punto z;, ottenendo:

/xi+1 f(x)d:b‘ _ h(éfi—l + %fz + %fi-Fl) + O(h5)

Ti—1

Nel nostro caso dopo aver integrato I’equazione di Langevin
abbiamo sostituito all’integrale del drift il seguente per poter
poi usare la regola di Simpson:

/ o b(z(t))dt — / o b(x(t'))dt’
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Regola di Simpson

In questo modo sull’intero percorso di integrazione avremo che
tutti gli integrali saranno contati due volte eccetto il primo e
I'ultimo, ma per un numero di intervallini molto grande e
quindi per 7 molto piccolo avremo che i contributi del primo e
dell’'ultimo integrale saranno trascurabili ed allora bastera

dividere il risultato ottenuto per 2 per ottenere il valore voluto:

4
x(r47') = x(‘r)+%(%b(x(r—‘r'))+gb(x(‘r))+%b(x(1'+1")))r+\/5(w(r+r')—w('r))

Anche in questo caso 1'algoritmo scala come O(72).
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Regola di Simpson 23

La parte centrale dello script (esempio con il potenziale
anarmonico):

for j = O:skip:steps (Start Langevin run)
for m = 1:skip
noise = D*randn(N,1);
Vp = X + 4¥g*xX.¥x.*x;
b =D2%x - Vp; (Drift)
Xs = X + b*tau + noise; (Euler step)
Vps = xs + 4¥g¥*xs.* x8.* X5;
bs = D2%xs - Vps;
Xp = X - b¥tau - noise;
Vpp = xp + 45g*xp.* xp.* xp;
bp = D2*xp - Vpp;
x =X + 0.5%(tau™((1/3)*bp+(4/3)*b+(1/3)*bs)) + noise;
end
Xc = Xc + myxcorr(x); (Measure <x(t)x(s)>)
end;




Potenziali analizzati e risultati




Potenziale armonico

—

1
V(z) = imwaz2

Questo potenziale si puo usare come banco di prova per
valutare 'efficacia del metodo in quanto si conosce la soluzione
esatta del gap energetico.

Potenziale Armonico
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Potenziale armonico, risultati e correlazione

Oscillatore Armonico.

Correlazione f(t)

Tempo Euclideo

Valore ottenuto con i trapezi: E1 — Ey = 1,002 4+ 0,003
Valore ottenuto con Simpson: Fy — Fy = 1,000 + 0,002
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Potenziale anarmonico

—

1
V(z) = §mwx2 + ga*

Dove si pone: m =h =w =1 e g & chiamata ”costante di
accoppiamento”.
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Potenziale anarmonico, risultati e correlazione per g = 0,01 28

—

. Potenziale Anarmonico g=0.01

- w Oscillators Anarmonico
o / n
) o
o A B
g
]
107]
w s e
i § ~.
0 s° TS
S e
~§._
. i

Tempo Eucildeo

Valore ottenuto con i trapezi: £y — Eyg = 1,034 + 0,007




Potenziale anarmonico, risultati per g=0,1eg=1

Valore ottenuto per g = 0.1: By — Fy =1,244+0,1
Valore ottenuto per g =1: F; — Fp = 1,996 = 0,2
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Doppia Buca o Cappello Messicano

V(2) = AMa® - )’

Doppia Buca o Cappello Messicano
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Doppia buca, risultati e correlazione

Doppia Buca 112=1
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Valore ottenuto con i trapezi: £y — Ey = 0,818 + 0,014




Osservazioni e conclusioni




Analisi degli errori

—

Gli errori che caratterizzano questo approccio sono:
» Errori sistematici: dimensione finita di a e di 7

» Errori statistici: dovuti al numero finito di esperimenti
simulati
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Errore statistico 34

—

Siccome le traiettorie sono in generale correlate, la deviazione
standard e una sottostima dell’errore:

N
1
O-QZWZXZQ_<X>2
i=1

Si calcola la correlazione, e di conseguenza l’errore, su una
traiettoria ogni skips:

1 Nskips N
2 2 2
O =73— >, X)=<X> Nakips =

cor N2

skips =3 skips




Osservazioni sui risultati ottenuti

—

AEtsar'fco l'A'E‘mrz_gsw'r|
Potenziale Armonico - Metodo dei Trapezi 1.0000 1.002 £ 0.003
Potenziale Armonico - Regola di Simpson 1.0000 1.000 £ 0.002
Potenziale Anarmonico g = 0.01 1.0284 1.034 £ 0.007
Potenziale Anarmonico g = 0.1 1.2104 1.244 £ 0.100
Potenziale Anarmonico g = 1 1.9341 1.996 £ 0.200
DoppiaBuca =1 0.7918 0.818 + 0.014

> La regola di Simpson non e sufficientemente migliore
rispetto al metodo dei trapezi per giustificare la pesantezza
di calcolo

» La precisione dei risultati decresce velocemente al crescere
della costante di accoppiamento

P> La precisione dei risultati decresce velocemente al crescere
del parametro n




Osservazioni sull’efficacia del metodo

—

» Il tempo di calcolo gioca un ruolo fondamentale nella
ricerca di risultati soddisfacenti

P> L’estrapolazione in 7 = 0 dovrebbe essere accompagnata da
un’ulteriore estrapolazione anche in a =0

» Rendere a troppo piccolo puo introdurre discontinuita nella
derivata seconda e di conseguenza generare casi di
over flow nel drift, generando dei NaN
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